
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí
6 êëàññ, ôèíàëüíûé òóð. 7 ôåâðàëÿ 2020 ãîäà. Ðåøåíèÿ çàäà÷.

1. Ó Íèêîëàÿ åñòü ñåìü êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïå÷àòàíû öèôðû îò 1 äî 7. Îí
õî÷åò ñîñòàâèòü èç íèõ äâà ÷èñëà (èñïîëüçîâàâ âñå êàðòî÷êè) òàê, ÷òîáû ñóììà
âñåõ ýòèõ ÷èñåë ÷èòàëàñü ñïðàâà íàëåâî òàê æå, êàê è ñëåâà íàïðàâî. ×èñëà ìîãóò
ñîäåðæàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî çíàêîâ. Ñìîæåò ëè îí ñäåëàòü ýòî?

Ðåøåíèå. Åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü 7777, íàïðèìåð, 7456 + 321 = 7777.
Ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ, äàþùèõ äðóãèå ðåçóëüòàòû, íàïðèìåð, 5761+
234 = 5995.

2. Íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðåçàòü êâàä-
ðàò ñî ñòîðîíîé 4 ñì òàê, ÷òîáû ñóììà ïåðèìåòðîâ ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áûëà
ðàâíà 31 ñì? Äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãóò áûòü ëþáûìè ïîëîæèòåëüíû-
ìè ÷èñëàìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð è äîêàæèòå, ïî÷åìó ìåíüøåå çíà÷åíèå íåâîç-

ìîæíî.

Îòâåò. 3.

Ðåøåíèå. Åñëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ðàçðåç áóäåò
èìåòü äëèíó 4 ñì. Ïðè ïîäñ÷åòå ñóììû ïåðèìåòðîâ ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ïåðèìåòð êâàäðàòà áóäåò ó÷òåí îäèí ðàç, à äèíà ðàçðåçà � äâàæäû. Ïîýòîìó âíå
çàâèñèìîñòè îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ ðàçðåçà ñóììà ïåðèìåòðîâ äâóõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ áóäåò ðàâíà 16 + 2 · 4 = 24. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî êàê ìèíèìóì òðè
ïðÿìîóãîëüíèêà. Îäèí èç äâóõ íóæíî ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè,
è ñóììàðíûé ïåðèìåòð äîëæåí óâåëè÷èòüñÿ íà 7. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû øèðèíà ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áûëà
ðàâíà 3,5 ñì. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîñòðîèòü ïðè-
ìåð. Ñì. ðèñóíîê.

3. Ïåòÿ, Âàñÿ è Òîëÿ ïîåõàëè íà âåëîñèïåäàõ c äà÷è íà îçåðî. Êàæäûé èç íèõ
åäåò ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Êîãäà Ïåòÿ ïðîåõàë òðåòü ðàññòîÿíèÿ, Âàñÿ
ïðîåõàë òîëüêî ÷åòâåðòü ðàññòîÿíèÿ. Êîãäà Âàñÿ ïðîåõàë òðåòü ðàññòîÿíèÿ, Òîëå
îñòàâàëîñü ïðîåõàòü ÷åòâåðòü ðàññòîÿíèÿ. Êàêóþ ÷àñòü ðàññòîÿíèÿ ïðîåõàë Ïåòÿ
â òîò ìîìåíò, êîãäà Òîëÿ ïðîåõàë òðåòü ðàññòîÿíèÿ?

Îòâåò. 16/81.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü Ïåòè ðàâíà x, ñêîðîñòü Âàñè ðàâíà y, ñêîðîñòü Òîëè
ðàâíà z (ëþáûõ åäèíèö èçìåðåíèÿ, íàïðèìåð, êì/÷). Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò,
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16x. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî êîãäà Òîëÿ ïðîåäåò 1/3 ðàññòîÿíèÿ, Ïåòÿ ïðîåäåò â 16/27 ðàç ìåíüøå, òî åñòü,
16/81 ðàññòîÿíèÿ äî îçåðà.



4. Àíÿ õî÷åò ðàññòàâèòü â øåñòü êðóæî÷êîâ íà ðèñóíêå ðàçëè÷íûå íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ñóììà òðåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ÷åðíîãî òðåóãîëüíèêà áûëà
âäâîå áîëüøå ñóììû îñòàëüíûõ òðåõ ÷èñåë, à ñóììà òðåõ
÷èñåë â âåðøèíàõ çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëüíèêà � â÷åò-
âåðî áîëüøå ñóììû îñòàëüíûõ òðåõ ÷èñåë. Êàêîå íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåõ øå-
ñòè êðóæî÷êàõ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó

ìåíüøåå çíà÷åíèå íåâîçìîæíî.

Îòâåò. 30.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñóììà òðåõ ÷èñåë âíå çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
A, ñóììà òðåõ ÷èñåë âíå ÷åðíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà B, à ñóììà âñåõ øåñòè ÷èñåë
ðàâíà S. Òîãäà ñóììà ÷èñåë â âåðøèíàõ çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 4A,
à ñóììà òðåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ÷åðíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 2B. Òîãäà ñóììà âñåõ
øåñòè ÷èñåë ðàâíà S = 5A = 3B. Ñëåäîâàòåëüíî, S äåëèòñÿ íà 3 è íà 5, íî òîãäà
S êðàòíî 15.

Íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî � S = 15. Íî â ýòîì ñëó÷àå A = 3. Íàèìåíüøåå
÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë � ýòî ñóììà íàèìåíüøèõ òðåõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 6 = 1+2+3.
Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ñëåäóþùåå òàêîå ÷èñëî � S = 30, òîãäà A = 6, B = 10.
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî òðè ÷èñëà âíå çàøòðèõîâàííîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû 1, 2 è 3. ×èñëî 10 ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû òðåõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îäíî èç
êîòîðûõ ðàâíî 1, 2 èëè 3, à äâà äðóãèõ � íåò, à èìåííî,
10 = 1 + 4 + 5. Òîãäà ïîñëåäíåå ÷èñëî äîëæíî áûòü ðàâíî
15, è ïðèìåð ïîñòðîåí. Ñì. ðèñóíîê.

5. Ó Ìèøè åñòü íàáîð èç 16 ôèãóðîê îò íàñòîëüíîé èãðû. Êàæäàÿ ôèãóðêà
îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ ïðèçíàêàìè � îíà ìîæåò áûòü: 1) êðóãëîé èëè êâàäðàòíîé; 2)
÷åðíîé èëè áåëîé; 3) òîíêîé èëè òîëñòîé; 4) èìåòü äûðêó ïîñåðåäèíå èëè íå èìåòü.
Âñå ôèãóðêè â íàáîðå ðàçëè÷íû. Ñìîæåò ëè Ìèøà âûëîæèòü ýòè 16 ôèãóðîê
ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñîñåäíèå ôèãóðêè èìåëè ðîâíî äâà îäèíàêîâûõ
ïðèçíàêà?

Îòâåò. Íåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàêîäèðóåì êàæäóþ ôèãóðêó íàáîðîì èç ÷åòûðåõ íóëåé è
åäèíèö: åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèçíàê ó íåå ïåðâîãî èç äâóõ òèïîâ � ïîñòàâèì íà
ìåñòå åãî íîìåðà 1, èíà÷å � 0. Òîãäà âñå ôèãóðêè îêàæóòñÿ çàêîäèðîâàíû âñåìè 16
âîçìîæíûìè íàáîðàìè îò 0000 äî 1111 (íàïðèìåð, êðóãëàÿ áåëàÿ òîëñòàÿ ôèãóðêà
ñ äûðêîé êîäèðóåòñÿ íàáîðîì 1001). Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå ôèãóðêè èìåþò ðîâíî
äâà îäèíàêîâûõ ïðèçíàêà, òî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ èõ êîäèðîâîê ñòîÿò îäíè
è òå æå öèôðû, à íà ìåñòàõ äâóõ îñòàâøèõñÿ ïðèçíàêîâ � ïðîòèâîïîëîæíûå).



Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììû öèôð â êîäèðîâêàõ ýòèõ ôèãóðîê
èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììû íà òåõ äâóõ ìåñòàõ, ãäå ïðè-
çíàêè ñîâïàäàþò, ïðîñòî ðàâíû. À ñóììû íà äâóõ îñòàâøèõñÿ ìåñòàõ ñîñòàâëåíû
èç ÷èñåë ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ÷åòíîñòÿìè, ïîýòîìó îòëè÷àþòñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî.
(Âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà: 1) 00 è 11; 2) 11 è 00 � â íèõ ñóììû îòëè÷àþòñÿ íà
2 è 3) 10 è 01; 4) 01 è 10 � â íèõ ñóììû ïðîñòî ðàâíû). Òåì ñàìûì, íè îäíà èç
âîñüìè ôèãóðîê ñ ÷åòíîé ñóììîé ÷èñåë â êîäèðîâêå (0, 2 èëè 4) íå ìîæåò ñòîÿòü
ðÿäîì íè ñ îäíîé èç âîñüìè ôèãóðîê ñ íå÷åòíîé ñóììîé ÷èñåë â êîäèðîâêå (1
èëè 3). Íî ðàññòàâèòü ôèãóðêè ïî êðóãó òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå òàêèå ôèãóðêè
íå îêàçàëèñü ðÿäîì, íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ÷òî ýòî ïîëó÷è-
ëîñü ñäåëàòü. Âûáåðåì ëþáóþ ôèãóðêó A ñ ÷åòíîé ñóììîé è ëþáóþ ôèãóðêó B
ñ íå÷åòíîé ñóììîé. Îíè íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì. Òîãäà íà÷íåì äâèãàòüñÿ îò ôè-
ãóðêè A â íàïðàâëåíèè ôèãóðêè B ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Êàæäûé ðàç ìû äîëæíû
îêàçûâàòüñÿ â ôèãóðêå ñ ÷åòíîé ñóììîé, à â èòîãå äîëæíû ïðèéòè â ôèãóðêó ñ
íå÷åòíîé ñóììîé. Çíà÷èò, ãäå-òî ïî äîðîãå ÷åòíîñòü ïîìåíÿëàñü, íî ìû äîêàçàëè,
÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Âòîðîå ðåøåíèå (òî æå ñàìîå äðóãèìè ñëîâàìè). Âûáåðåì ëþáóþ ôèãóð-
êó X (íàïðèìåð, êâàäðàòíóþ, áåëóþ, òîëñòóþ è áåç äûðêè). Åñòü ðîâíî øåñòü
ôèãóðîê, êîòîðûå ìîãóò ñòîÿòü ñ íåé ðÿäîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîäñ÷åòà èõ êî-
ëè÷åñòâà íóæíî âûáðàòü äâà ïðèçíàêà èç ÷åòûðåõ, â êîòîðûõ îíè îòëè÷àþòñÿ, à
ýòî ìîæíî ñäåëàòü 6 ñïîñîáàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíàÿ ôèãóðêà Y (êðóã-
ëàÿ, ÷åðíàÿ, òîíêàÿ è ñ äûðêîé) ìîæåò ñòîÿòü ðÿäîì ñ ëþáîé èç òåõ æå øåñòè
ôèãóðîê. Íî ó êàæäîé ôèãóðêè ðîâíî øåñòü âîçìîæíûõ ñîñåäîâ, ïîýòîìó ôèãóð-
êà Y ìîæåò ñòîÿòü ðÿäîì òîëüêî ñ êàêîé-òî èç ýòèõ øåñòè, è áîëüøå íè ñ êàêîé
äðóãîé.

Êðîìå òîãî, âñå ýòè 8 ôèãóð (X, Y è èõ 6 ñîñåäåé) òàêîâû,
÷òî âìåñòå ñ êàæäîé ôèãóðêîé â ýòîé ãðóïïå ñîäåðæèòñÿ è
åå ïðîòèâîïîëîæíàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. ðèñóíîê), ÷òî ôè-
ãóðêè èç ýòîé ãðóïïû ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì òîëüêî ñ äðóãèìè
ôèãóðêàìè èç ýòîé æå ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòàâèòü
âñå 16 ôèãóðîê òðåáóåìûì îáðàçîì íåâîçìîæíî.

6. Èìååòñÿ 10 ãèðü, íà êàæäîé íàïèñàí åå âåñ � 1 ã, 2 ã, 3 ã, . . . , 9 ã, 10 ã.
Èçâåñòíî, ÷òî íà êàêèõ-òî äâóõ ãèðÿõ âåñ íàïèñàí íåïðàâèëüíî (òî åñòü, êàæäàÿ
èç ýòèõ ãèðü ìîæåò âåñèòü ñêîëüêî óãîäíî, à îñòàëüíûå âåñÿò ñòîëüêî, ñêîëüêî íà
íèõ íàïèñàíî). Ïðè ïîìîùè ÷àøå÷íûõ âåñîâ îïðåäåëèòå, âåðíûé ëè âåñ íàïèñàí
íà ãèðå ñ íàäïèñüþ 5 ã. Âåñû ïîêàçûâàþò èëè ðàâåíñòâî âåñîâ íà ÷àøàõ, èëè ÷àøó,
íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ áîëåå òÿæåëûé âåñ. Êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé íå îãðàíè÷åíî.

Ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûìè ãèðè, íà êîòîðûõ âåñ íàïèñàí âåðíî,
à íåâåðíûìè � ãèðè, íà êîòîðûõ âåñ íàïèñàí íåâåðíî. Âîçüìåì ïÿòü ãðóïï ãèðü
� ÷åòûðå ïàðû 1 ã è 9 ã, 2 ã è 8 ã, 3 ã è 7 ã, 4 ã è 6 ã, è îäíó ãèðþ â 10 ã, è ñðàâíèì



èõ âñå ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé (íà ýòî ïîòðåáóåòñÿ 10 âçâåøèâàíèé). Ïîñëå ýòîãî
ìû óçíàåì, êàêèå èç ýòèõ ãðóïï âåñÿò îäèíàêîâî. Êàê ìèíèìóì òðè ãðóïïû áóäóò
âåñèòü îäèíàêîâî, ïîñêîëüêó íåâåðíûé âåñ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ìàêñèìóì â äâóõ
ãðóïïàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, òîò âåñ, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû òðè ðàçà, è åñòü âåñ
10 ãðàììîâ. (Ïðè ýòîì ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ãèðè â ãðóïïàõ âåñîì
10 ãðàììîâ � âåðíûå, òàê êàê, íàïðèìåð, îäíà èç ýòèõ ãðóïï ìîæåò îêàçàòüñÿ
ñîñòîÿùåé èç äâóõ íåâåðíûõ ãèðü: 7,9 + 2,1 = 10).

Ðàçáåðåì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
1) Ýòîò âåñ âñòðå÷àåòñÿ 5 ðàç (âñå ãðóïïû âåñÿò îäèíàêîâî). Òîãäà äâå íåâåðíûå

ãèðè îáÿçàòåëüíî â îäíîé èç ïàð (åñëè â ïàðå ðîâíî îäíà íåâåðíàÿ ãèðÿ, îíà íå
ìîæåò ïîêàçûâàòü ïðàâèëüíûé âåñ). Çíà÷èò, ãèðÿ ñ íàäïèñüþ 5 ã � ïðàâèëüíàÿ,
òàê êàê îíà íå ó÷àñòâóåò â ýòèõ ãðóïïàõ.

2) Ýòîò âåñ âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 3 ðàçà (à äâå ãðóïïû îò íåãî îòëè÷àþòñÿ). Òî-
ãäà ýòè äâå ãðóïïû ñîäåðæàò íåâåðíûå ãèðè, çíà÷èò ãèðÿ ñ íàäïèñüþ 5 ã ñíîâà
ïðàâèëüíàÿ.

3) Ýòîò âåñ âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 4 ðàçà, à îäíà ãðóïïà îòëè÷àåòñÿ îò íåãî.
à) Åñëè îòëè÷àåòñÿ ãèðÿ ñ íàäïèñüþ â 10 ã, òî âñå 4 ïàðû � ïðàâèëüíûå è ãèðÿ

ñ íàäïèñüþ 5 ã � íåïðàâèëüíàÿ.
á) Åñëè îòëè÷àåòñÿ êàêàÿ-òî ïàðà, òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà â íåé îäíà èëè

äâå íåâåðíûå ãèðè. Îñòàëüíûå òðè ïàðû � òî÷íî ïðàâèëüíûå (èíà÷å íåâåðíûå
ãèðè åñòü â äâóõ ïàðàõ è òîãäà äîëæåí èìåòü ìåñòî ñëó÷àé 2). Ðàññìîòðèì ãèðè
ñ íàäïèñÿìè 1 ã, 2 ã, 3 ã, 4 ã. Îäíà èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â îòëè÷àþùåéñÿ ïàðå, à òðè
îñòàëüíûå � â ïðàâèëüíûõ, ïîýòîìó îíè òî÷íî ïðàâèëüíûå. Èç ýòèõ òðåõ åñòü
äâå, äàþùèå â ñóììå 5 (ëèáî 1 + 4, ëèáî 2 + 3). Âîçüìåì èõ è ñðàâíèì ñ ãèðåé ñ
íàäïèñüþ 5 ã. Åñëè âåñ îäèíàêîâûé, òî ãèðÿ ñ íàäïèñüþ 5 ã � ïðàâèëüíàÿ, åñëè
íåò � íåïðàâèëüíàÿ.


